Topologia
Lista 1 (przestrzenie metryczne, zbieznoscé)

Zad 1. Sprawdzi¢, czy funkcja d : R x R — R jest metryka na R, gdzie

a) d(w,y) =zl +1yl,  b) dlz.y) =zl -yl ) dlz,y) = |z -yl

Zad 2. Dla jakich odwzorowan f : X — R funkcja d : X x X — R dana wzorem d(z,y) =
|f(x) — f(y)] jest metryka w X7

_ |1 _ 1

Zad 3. Sprawdzi¢, czy funkcja d : N x N — R dana wzorem d(m,n) — ==, m,n €N,

jest metryka w N. Jesli tak, to jak wygladaja kule K(1), K%(l) oraz K%(?)) w tej metryce.

Zad 4. Pokaza¢, ze jesli (X, d) jest przestrzenia metryczna, to metrykami sa rowniez funkcje

di(z,y) = a-d(z,y), a>0,  do(z,y) =min{d(z,y),1},  ds(z,y) = 1j-(§£g)y)’

Pokazac, ze metryki te wprowadzaja na X ta samg rodzine zbioréw otwartych, co wyjsciowa
metryka d.

Zad 5. Uzasadni¢, ze nastepujace funkcje na plaszezyznie R? sg metrykami:

deo(z,y) = V/(x1 — 11)2 + (12 — 32)? (metryka euklidesowa),

di(x,y) = |v1 — 1| + |22 — yol (metryka taksowkowa),
dp(z,y) = max{|z1 — y1|, |x2 — yo|} (metryka maximum),

dw(xu y) = \/|CL’1 - y1| + \/|ZL‘2 - y2| (metryka vwkl@‘%a”)’

gdzie © = (z1,22), v = (y1,¥y2). Wyznaczy¢ posta¢ kul otwartych dla tych metryk oraz
pokaza¢, ze wprowadzaja one na R? te sama rodzine zbioréw otwartych.

Zad 6. Uzasadni¢, ze nastepujace funkcje sa metrykami na plaszczyznie R2. Sg to odpowied-
nio tzw. metryka studni oraz metryka rzeki:

de(x,y), gdy x,y leza na tej samej prostej
ds(z,y) = przechodzacej przez punkt (0,0),
d.(z,(0,0)) + dc(y, (0,0)), w przeciwnym wypadku,
d _ ’xZ_yQ‘a gdy 1=
T(xa y) - _ : k
lz1 — y1| + |z2| + |y2|, W przeciwnym wypadku,
gdzie © = (x1,29), y = (y1,y2) oraz d. jest metryka euklidesowa. Wyznaczy¢ postaé kul

otwartych oraz poda¢ interpretacje ,topologiczne” dla tych metryk.

Zad 7. Niech d. bedzie metryka euklidesowa, a d; metryka dyskretng na prostej R. Pokazaé,
ze funkcja
deXd((x7 y)(uv U)) = de(xv U) + dd(y7 U)

jest metryka na plaszczyznie R? oraz wyznaczy¢ postaé¢ kul w tej metryce.



Zad 8. Scharakteryzowac zbieznos¢ ciagu w przestrzeni z metryka dyskretna.

Zad 9. Zbada¢ zbiezno$é¢ ciagu {a,}>, punktéw na plaszczyznie R? we wszystkich me-
trykach z zadan 5, 6, 71 8, gdzie

Qnp, Qp, an, (7%
) 12-Ho[ EEF o] (n 9] L=
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Zad 10. Sprawdzi¢, czy ciag funkeji x, jest zbiezny do funkcji o w przestrzeni Cla,b] z
metryka supremum, gdy

N | Cla,b] Ty a
a) | C[-3,3) VE+k 1]
b) | Cl0,8] (8)" — ()™ +1 t
c) | C[0,1] N t
d) | C[—4,4] Lvn't? +1 t
o) | ClLY | ni(y/t+ L -V .
f) | Clz 3l o 1
g) | C[0,1] V1t t
h) | C[0,5] |3mt" — 3ntigntt — 3¢n 0
. - 1, te€|0,1]
i) | Cl0,2] V1+t {757 te1.2]

Zad 11. Znalez¢ granice ciagu funkcji z,, jesli ona istnieje, w przestrzeni C|a, b] z metryka
supremum, gdy

N | Cla,b] T,

a) | C[—1,0] Ln3t + 1
b)| C[1,2] T

C) C[_L %] %

d) | C[1,2] nsin(%) + %
)| C[0,9] L7

f) | C[—1,5] | arctg(n(t®*+ 1))
5) | C-3.0]|  (sint) + o/t
b) [ O[1,2] = In(5)




